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Abstract:
This contribution deal s with the well-known “ two-capacitor problem” and with its possible
uses for education purposes at high schools or universties.

1. Uvod

K pochopeni vzgjemnych vztahi mezi elektrickym n&bojem, napétim a kapacitou
kondenzétoru se da pouZit experimentu, jehoZ usporédani je znézornéno na obr. 1.
Kondenzétor nabity na urcité napéti se uzavienim spinace pripoji k nenabitému kondenzétoru
0 stgné kapacite, pricemz se neustdle sleduje napéti na obou kondenzatorech.
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OE)r. 1. Experiment, pri které_m se k nabitému kondenzatoru pripoji nenabi ty._

Napéti na obou kondenzétorech se ustali na poloving vychozi hodnoty. K tomuto
vydedku by mél i bez experimentu dospét Zék, ktery zn& pojmy ,elektricky néboj“ Q,
»elektrické napéti“ U a , kapacita' C, rozumi jgich vzgemnému vztahu Q = C -U a pochopil
vyznam zé&kona zachovéni elektrického néboje. Pak by si mél odvodit, Ze naboj nabitého
kondenzétoru se po uzavieni spinace prerozdéli mezi dva stejné kondenzatory, ¢imz na kazdy
znich pripadne pouze polovina vychozi hodnoty. To znamena, Ze napéti na spojenych
kondenzétorech musi byt rovnéZ polovi¢ni.

Z&k, ktery vi, Ze energie uskladnéna v kondenzatoru se vypogita jako

E.= %C U2, (1)
viak muze byt zvydedku experimentu zmaten. Po uzavieni spinace je napéti na obou
kondenzétorech ve srovnani s napétim pavodné nabitého kondenzétoru polovicni, tudiz je
v kaZzdém z nich pouze ctvrtinové mnozstvi ptivodni energie. Po uzavieni spinace tedy klesne
mnoZstvi energie uskladnéné v obvodu na polovinu. Polovina pavodni energie se , ztrati“.

Tento paradox je znam jako ,Problém dvou kondenzétori“ a je dostatecné popsan
v literature [1-4]. Predstavuje zaroven zajimavou ucebni latku, kterou lze pouZit na stredni i
vysoke kole.
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2. Kam se podéla ztracena energie?

»Ztracenou energii“ je nutno pripsat na vrub ztr&am, vznikajicim nejraznéjsimi zpasoby.
Pro pedagogy v3ak vzniké problém metodicky, nebot” k vySe uvedenému paradoxu 1ze dospét
jiz v pocétecnich fazich studia na stiedni odborné Skole pfi probiréni e ektrostatického pole.

Prvnim problémem je pochopeni vzorecki. Na stiedoskolské arovni je Zak veden k tomu,
aby umgél aplikovat vzorecky na konkrétni zadani — napi. &by vypocital, jak se zméni napéti
na nabitém kondenzétoru poté, co se k nému piipoji jiny nenabity kondenzétor [5]. Je iluzorni
se domnivat, Ze natomto stupni studia by Z&k mohl vychozim vzorcam skute¢né rozumét, coz
se tyka hlavné vztahu (1) pro energii nabitého kondenz&oru. Pokus o jeho odvozeni
v z&kladni stredoskolské ucebnici [6] nem& metodicky valny smyd, nebot’ v této fazi Z&ci
jedte neznaji diferencidlni pocet. Vzhledem ke stale klesajici Urovni uchazec¢t o stiedoskolské
studium se na vétsing Skol od takovychto ditkazt upoudti a vzorec je Zakam predloZen jako
hotovy fakt. Setka-li se Zak ,tvéii v tvar" sparadoxem , ztracené energie*, muze byt jeho
davéra v nauceny vzorecek téZce zkouSena, prip. obétovéna ve prospéch zékona o zachovéni
energie, ktery je mu bliZsi, nebot’ jej ma zaZity jesté ze zakladni Skoly.

Druhy problém spociva v tom, Ze 78k jedté nemuZe mit sprdvnou piedstavu o modelovani
fyzikdlnich deju. Zatingjici stredodkolak stéZi bude uvazovat o vaudyptitomnych ztrétéch aje
proto typické, Ze misto zakona o zachovani ndboje, ktery je pro n&j novy, aplikuje z&kon o
zachovani energie, avak jedinym zpasobem, kterého je schopen, coZ je v této situaci chyba -
,PO pEipojeni nenabitého kondenzétoru k nabitému zustane energie soustavy zachovéna'.
Takovyto vychozi predpoklad ovSem vede k nesprévnému vysledku.

Treti problém je vtom, Ze se séle jedt¢ vedou védecké spory o to, jak paradox dvou
kondenzétort metodicky spravné vysvétlovat. Pri rovnosti kapacit obou kondenzétora se totiz
vzdy ztrati polovina pavodni energie bez ohledu na fyzikd ni mechanismus, jakym ke ztrdtam
dochézi — at’ uZ to jsou ohmické ztrédty, ztraty v didektriku, ztréy vzniklé vyzarovanim
kondenzétoru jako dipdlu [3] apod. Tyto zavéry vedou nékteré badatele k formulaci obecnych
z&konitodti, jgjichz zarazeni do vyuky by mohlo metodické téZkosti zazehnat [4].

V soucasné dobé se zda byt moudrym teSenim odsunout vysvétlovani zminéného
paradoxu do pozdgjSich fézi vyuky, kdy jiZz Zé&ci disponuji potiebnou teoretickou vybavou.
Jedincim, ktefi ke zminénému paradoxu dojdou, miZe byt podano vysvétleni umérné jejich
arovni poznani — polovina energie jde na vrub ztrdam, z nichZ nejpochopitelnéjSi pro né
budou Jouleovy ztréty na vaudypritomnych nenulovych odporech v obvodu.

3. Zakonitogti ztracené energie

Ve druhé polovin¢ studia na stiednich odbornych Skoléch se Z&ci seznamuji se zéklady
diferencidlniho a integralniho poc¢tu. Tento aparédt jim umozni odvodit si vztah (1) pro energii
nabitého kondenzétoru. Zé&ci v této etapé studia jiz také chapou, co je to piechodovy d&j a
mohou s odvodit, kolik energie se nakonec dostane z kondenzatoru o kapacité C; nabitého na
napéti uc1(0) do nenabitého kondenzétoru o kapacité C,.
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Obr. 2. Model wybijeni kondenzatoru C, do kondenzatoru C,.

Nésledujici zadéni vychazi z obr. 2, na kterém je odporem R znazornén celkovy ohmicky
odpor smycky.



1. Dokazte, Ze po uplynuti piechodového déje bude napéti na obou kondenzatorech
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2. Ukatte, Ze bshem prelévani energie E,,(0) z C; do C, senaodporu R ztrati energie
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3. Odvod'te, Ze plati
1
E, = Eucl(o)xDQ, 4
kde AQ je celkovy naboj, ktery byl presunut z kondenzétoru C; do kondenzétoru Cs.

Z rovnice (3) vyplyva, Ze na odporu R se ztrati preménou v teplo 1/n- tina z pavodni

energie kondenzatoru Ci, kde n :1+%, a to bez ohledu na velikost odporu. Pti rovnosti
2
kapacit C; = C, se ztrati prévé polovina pavodni energie. Doplnék ¢ida 1/n do jedni¢ky je
Gcinnost
1
1+%2
Cl
se kterou dojde k vybiti kondenzétoru C; do kondenzétoru C,. Podle poméru C,/C; se
G¢innost pohybuje mezi 0 a100%, pro C; = C; je Gcinnost 50%.

Vztah (4) ukazuje, Ze ztrédty na odporu jsou jakous ,, penalizaci” za celkovy preneseny
néboj. Je-li C, << Cy, do ,,malého” C, se prelije malé mnoZstvi ndboje a pomérna ztréta na
odporu je nepatrnd, naopak pii C, >> C; sedo ,velkého" C, pieléva podstatné ¢ast ndboje a
ztréty jsou take velke.

Porovnéanim (2) a (5) dojdeme k zavéru, Ze velikost napeti na nabitém kondenzatoru C,
se zméni po pripojeni nenabitého kondenzatoru C; h kréat, kde h je G¢innost prenosu energie
zC; do Co.

h =

Q)

4. Jak snizit ztraty na minimum?

Jedt¢ pred nekolika lety nepredstavovaly vySe uvedené konstrukce pro pramérnéno
stiedoskol&ka véznejsi problém. Dnes je bohuZel situace jina — a to i piesto, Ze k dosazeni
vysedka (2) aZ (5) neni potieba z&dné vySS matematiky. Usili nékterych pedagogi o
zachyceni alesponn minimalniho zgmu svych Z8ka o teorii obvodi se soustredi na metodu
experimentu — at’ uz klasického nebo vytvoreného softwarovymi prostiedky, typicky pomoci
simulag¢niho programu.

Pochopi-li Zak, Ze G¢innost nabiti , prazdného” kondenzatoru piiloZeného k nabitému
kondenzétoru je tim vySSi, ¢im mensi je kapacita nabijeného kondenzétoru, pak je mozno
vyvolat v ném zvédavost nasledujici Uvahou: co kdybychom provedli misto jednorazového
nabiti jednoho kondenzétoru dvé po sobé jdouci nabiti dvou kondenzatori o polovi¢nich
kapacitéch tak, Ze aZ se nabije prvni, ptipneme k nému paralelné druhy? Vydedek bude stejny
jako v piedchozim piipadé - nabitd pardelni kombinace dvou kondenzétora polovi¢ni
kapacity — av3ak nabiti kondenzétoru o mensi kapacité se déje svySSi Geinnosti. Povede toto
usporadani k vyssi G¢innogti nabijeni?
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Obr. 3. Postupné wybijeni kondenzatoru C, do kondenzatorii C, a Cs.

Tézko bychom mohli v dneSni dob¢ ocekavat, Ze pramérny 7&k vyreS tuto Ulohu
vypoctem. Pomoci pocitatového experimentu se smulatnim programem to viak mozné je.
Na obr. 4 jsou vydedky simulace v programu Micro-Cap 9, které ukazuji, Ze takto zvySsit

(cinnost prenosu naboje nelze. Nabiti C, se uskutecni s acinnosti vySSi nez 50%, protoZe
C, < C;. Po pripnuti C; vak zjistujeme, Ze kone¢na G¢innost prenosu ndboje je opét 50%.
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Obr. 4. Sedovani Gcinnosti prenosu naboje z kondenzatoru C; do kondenzatori: C, a Cs.

Co se stane, kdyZ pocet takto paralelné pripojovanych kondenzétora zvétdujeme ze dvou
na libovolny pocet, piicemz zachovavame podminku, aby soucet jejich kapacit zistal roven
kapacité kondenzétoru, ze kterého se soustava nabiji? Je pozoruhodné, Ze G¢innost nabiti
soustavy bude opét 50%, piicemz nezaleZzi na hodnotach rezistori ani na ¢asové podoupnosti,
sjakou jsou jednotlivé kondenzatory piipinany do vysledné soustavy. Shodnych vysedki
dosdhnemei pti jinych usporadanich nabijeci soustavy, z nichz jedna je predstavena na obr. 5.
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Obr. 5. Jiné usporadani nabijeci soustavy.

VyzkouSime jesté variantu podle obr.6, kde je k pienosu ndboje vyuZito indukenosti.
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Obr. 6. Vybijeni kondenzatoru C; pres indukénost.

Vysdedek analyzy v programu Micro-Cap 9 ukazuje obr. 7.

1.000 T
1 S, W T T TR R AR PR R
0.500F-------¥ -~ L ----------------- < s~ e :
oz /LN A e e el
0.000 0.000u ! 2 30.000u BO.000u 90.000u 120.000u 150.000u
wlC11 1Y W(C21 ()
l l T (Secs)
50.000rn l l T
40,0000 F - - Y- - - Sf--- - - 1 ----- e ELLL L L LT B R B R IR LT
30.000nF---- ———l ————— ———:— ————————————————— : ————————————————————— : —————————————————————E ————————————————————
20.000n F------ -l‘ ————J, ————— e . ————————————————————— . —————————————————————i ————————————————————
10,0000 |- - 4 N o e e N e T
| H —--_: : I
D'DDDHD.DDDU l l F0.000u BO.000u 90.000u 120.000u 150.000u
ztrat\,f.(.J) | l energiec1. energiec? (J)
energiel1 (J) energietkumulovana
T (Secs)
1.000 J- T T T
0.750 s —————-————————————————————1:————————————————————ﬂ:————————————————————w: ————————————————————
e e : : (50
O250f--mmmmmmmmmeemmmm e b e LIS T TCTETTPEEERRAS T ELTTRr
0.000 s s : s
00000 30.000u GO.000u0 30.000u 120.000u 1500000
ucinnost
T (Secs)

Obr. 7. Casovy prizbeh wybijeni kondenzatoru C; pres indukénost.



Po Uplném odeznéni prechodového déje je ucinnost opét 50%, ovSem v jeho prabéhu se
na kondenzétoru C, prechodné objevuje vétSi napéti nez na kondenzétoru C,. Dochazi k tomu
v téch ¢asovych intervalech, kdy energie magnetického pole civky dosahuje lokélnich minim,
protoZe se prévé prelévd do eektrostatického pole kondenzatoru C,. Z grafu je vidét, Ze
kdybychom cely proces zastavili v okamziku A, oba kondenzétory by byly nabity na
polovi¢ni napéti s tcinnosti 77%. V okamZiku C je do kondenzétoru C, pre¢erpano dokonce
nadpolovi¢ni mnoZstvi pavodniho naboje, ato s Gcinnosti 66%.

5. Sir& souvisosti aneb nejdejen o elektrotechniku ..

Podle [4] mé& problém dvou kapacitora své analogie i v jinych védnich oborech. V
mechanice jsou to dvé nestejné stlacené a poté spojené pruZiny, v hydrostatice je to spojeni
dvou nédob srozdilnou vy3kou hladin, v dynamice je to problém dvou kolidujicich téles.
VZdy plati, Ze po spojeni objekti energie soustavy klesne, ¢ést energie se , ztrati“. Obecné
priciny tohoto jevu udavatzv. Lacyho — M cCabetv zakon ([4]):

Energie urcitého druhu nemiiZe byt prenesena beze ztrat do jiné ¢asti systému, aniz by
proda mezistupnem pro docasnou premenu na jiny druh energie.

Energii urcitého druhu se rozumi trandacni nebo rotacni energie, easticka potencialni
energie, energie elektrického a magnetického pole. Fungovani zékona se d& vysvétlit na
piikladu sréZky dvou kouli. Pripustime-li alespon minimalni elasticitu kouli atim i do¢asnou
preménu kinetické energie na potencialni elastickou energii v okamZiku srézky, tato energie
se neztrati, ale muzZe byt zpétn¢ vydana obéma koulim ve formé nové kinetické energie.
Podobn¢ se neda beze ztrét prelévat energie elektrického pole jednoho kondenzétoru do
druhého ptimo, aviak pomoci mezi¢lanku — magnetického pole civky — to mozné je.

6. Zavér

Problém dvou kapacitord muZe zajimavé obohatit vyuku na stiednich i vysokych Skoléch,
a to zgména po vhodné didaktické transformaci svyzitim klasického experimentu a
pocitatoveé simulace. Obecné za&konitosti formulované Lacyho — McCabeovym zékonem
mohou predstavovat zajimavou ucebni 1&ku a nvrat ,, starych dobrych” elektromechanickych
ajinych andogii do vyukového procesu.

Animace a zdrojové soubory z vyZe uvedenych simulaci v programu Micro-Cap 9 nalezne
z§emce na adrese http://www.roznovskastredni.cz/biolek/articles/sto10.zip.
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